1. Montrer que pour tout n appartenanta Z : n’ = n [42]

2. Montrer que pour tout n appartenanta Z : n? (n2-1) (n2+ 1) =0 [60]

1. 42 =2 x 3 x 7, étudions donc la division par 7 puis par 2 puis par 3den’ —n
n“—n=nn®-1)=nMn3-1) (n3+1)

D’apres le petit théoréme de Fermat, 7 est un nombre premier donc pour tout n appartenanta Z : n’=n [7]

Sinestpair,n=0[2] doncn (n®-1) (n®+1)=0[2]
Sinestimpair:n=1[2]doncn®=1[2]doncn®-=1=0[2]doncn(n®-1) (N3 +1)=0[2]

Dans tous les cas 2 divisen’” —n

7 et 2 divisent n” —n et 7 et 2 sont premiers entre eux donc d’apres le théoreme de Gauss, 7 x 2 divise n” —n

Sin=0[3]alorsn(n®-1) (n®+1)=0][3]

Sin=1[3]doncn®=1[3]doncn®-1=0[3] alorsn (n®-1) (n3+ 1)=0[3]
Sin=2[3]alorsn=-1[3]doncn®=(-1)3[3]doncn®+1=0[3] alorsn (n®-1) (n®+1)=0[3]
Dans tous les cas 3 divisen’—n

14 et 3 sont premiers entre eux donc d’apres le théoréme de Gauss, 14 x 3 divise n” — n soit 42 divise n” — n donc pour tout n
appartenanta Z: n’=n [42]

2. 60 = 4 x 3 x 5 étudions donc la division par 5 puis par 3 puis par 4 de n? (n2-1) (n? + 1)
D’aprés le petit théoreme de Fermat, 5 est un nombre premier donc pour tout n appartenanta Z : n®=n [5]

orn®~n=n(*-1)=n(n%-1) (n?+1)donc5divisen?> (n?2-1) (n?+ 1)

D’apres le petit théoréme de Fermat, 3 est un nombre premier donc pour tout n appartenanta Z : n=n [3]
n®—n=n(n?-1)donc 3divisen?(n?>-1) (n2+1)

5 et 3 sont premiers entre eux donc d’aprés le théoréme de Gauss, 5 x 3 divise n? (n? - 1) (n? + 1) soit 15 divise n? (n2=1) (n2 + 1)

Soit n un entier relatif quelconque, on a 4 cas :

n=0[4] doncn?(n?-1) (n%2+ 1) =0 [4]

n=1[4]doncn?-1=0[4]doncn?(n?-1) (n?+1)=0[4]

n=2[4] donc n?=4[4]soitn2=0[4] doncn?(n?-1) (n?2+1)=0[4]
n=3[4]doncn=-1[4]doncn?=1[4]doncn?-1=0[4] doncn?(n?-1) (n?+1)=0[4]

dans tous les cas n? (n2—1) (n?+ 1) = 0 [4] soit 4 divise n? (N2 —1) (N2 + 1)

15 et 4 sont premiers entre eux donc d’aprés le théoréme de Gauss, 15 x 4 divise n? (n2-1) (N2 + 1)

donc 60 divise n? (n?—1) (n2+ 1) soit pour tout nde Z, n?>(n2-1) (n?+ 1) =0 [60]



