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Biomécanique/Biomechanics

Forme d'équilibre d'une branche d'arbre

Bernard SCHAEFFER

Résumé—DanscetteNote,onprésenteuncalculdelaformedesbranchesd'arbreà l'aidedela
théoriedela flexiondespoutres.Lecalculnumériquea étéeffectuéengrandsdéplacementset en
faisantintervenirlephénomènedecroissance.Lecouplageentrelaflexionélastiqueetlacroissance
faitprendreà labrancheuneformeinfléchieassociéeà unedéformationpermanente.

Equilibrium shape of a tree branch

Abstract—Theshapeoftreebranchesiscomputedusingthetheoryofflexureofbeants.Numerical

computationis usedandtakesintoaccountlargedisplacementsandgrowth.Thecouplingbetween
elasticbendingandgrowthresultsina branchshapehavingan inflectionpointconnectedwitha

permanentdeformation.

AbridgedEnglish Version—The studyof stressesin livingmaterialshas been the subject

of manypapers. For examplethe stressesdue to anisotropicgrowth[1],influenceof stresses

on growth[2],and evenviscoelasticity[3] or plasticity. The influenceof gravityon growth

is knownunder the namesof gravimorphism[4]or geotropism[5]. The proportionsof trees

have been found to be limited by elastic criteria to stand under their own weight[6].

Growth stressesand particularlythose due to reactionwoodplay an important role in the

mechanicsof trees [8], but this paper is focused essentiallyon the physical influenceof

gravity. Growthstressesare predominantin the trunk of a verticaltree, wheregravitational

forcescreatingnearlyhydrostaticpressuresmay be neglected[8]. In branches,where ben-

ding is dominant,stressesdue to gravitationalforcesare much largerthan in the trunk. In

this paper, growth stresseswill be consideredas a distinct phenomenonthat will not be

taken into accountin a first approximation.

A forest tree that has been shifted from its normalupright positionduring a storm will

probably grow straight again. Reactionwood may force the tree to an upright position

again,but bendingstrainwasnot foundto affectradialxylemgrowthin Douglas-fir[5]. Old

brancheshavean inflectionpoint and if their curvatureremainsalmostunchangedwhencut,

their deformationis permanent. It is oftennot possibleto straightenthesebrancheswithout

breakingthem.

In the absence of gravity a branch would probably grow straight in the direction of

light. With growthrings of constantthicknessand a constantyearlyincreasein length, the

shapeof a branchwouldbe a cone. Trees maybe consideredas structuresmade of beams

(deadbranches)subjectedto gravity. ClassicalStrengthof Materialsconsidersa beamwith

a given shape, appliesa load and calculatesthe resultingshape,slighdy differentfrom the

originalone for thick beams. Thin beamsmayhave largedeflectionsresultingin non-linear

displacement,though still elastic. To apply elasticityto a tree branch, it is necessaryto

knowits shape before any calculation. The theory showsthat the curvatureof the bent

beam has a constant sign; there is no inflectionpoint. Elasticityis adequate to calculate

the deflectionof a branch when the changesin thicknessand lengthare negligibleas for a

branch temporarilyloadedwith snow or fruits.

When the load is permanent,viscousor plasticdeformationmay occur, but the coupling

betweenthe simultaneousincreaseof the load and the thickeningof the branch is more
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important. A branch bends continuouslywith time, even if it thickens. Even with a

constantload there would be no decreaseof the deflectionwhen the branch thickens. On

the contrary,a decreaseof the thicknessof the branch, would also increasethe deflection.

The processof growthbeing time-dependent,the shapeof a branch is a functionof time.

Dividingtime into infinitelysmall intervals,it is possibleto divideeach time step in a few

more steps: growth, loading and bending. Growth produces an increase in length and

thicknessof the branchand thereforea smallchangein geometry. Using the newgeometry,
the increasein load being small, linear elasticitymay be used to compute the deflection,

givinganotherchangein geometryof the branch. The growthcyclemay then be repeated
for the next time step and so on. Becauseof the changesin thicknessand length, the

principleof superpositiondoesnot applydirectly. Therefore,the stressdistributionthrough
the branch is no more linear and a permanentdeformationoccurseven if the incremental

stress distributionis linear.

Many methodshave been devisedby engineersto analysethe mechanicalbehaviourof

structures. Numerous configurationshave been solved with analyticalformulae,but they
are valid only for simplegeometries. With the advent of computers,numericalmethods,
such as finite elementsand finite differenceshave been developedto calculatecomplicated
structures. None of them (at our knowledge),takes into accountthe growthphenomenon

(occurringin the same manner in the constructionof buildingsas for trees). In order to

calculatethe shapeof a branch,a simplefinite differencemethodhas been used to integrate
the differentialequation of flexurestep by step along the branch and iterated in a time

marchingprocess. At each time step, thickness,length and deflectionof the branch are

adjustedto take care of growth. Few input data are necessary:the thicknessof the annual

growthrings, the annuallength increaseof the branches,the growthangle, the density,the

longitudinalelasticmodulusof woodand the accelerationof gravity.
The results are synthesisedin a picture of the whole tree: the youngbranchesare at the

top, almoststraightand pointingin the directionof growth(Figs.1 to 4). The old branches,
at the bottom of the tree, are curved and deflectedtowardsthe bottom. Figures1 to 3

showthe influenceof the growthangle. Figure4 differsfrom Figure3 onlyby the growth

speed:bendingis more pronouncedfor largetrees than for smallones. The shapesof the

branchesare characterisedby an inflectionpoint, not predictablewith the elasticcriteriaof

MacMahon[6].

1. INTRODUCTION.— L'étude des contraintes dans les matériaux vivants a fait l'objet
d'un certain nombre de publications : contraintes dues à l'anisotropie de la croissance[1],
influence des contraintes sur la croissance[2] et même viscoélasticité[3] ou plasticité.
L'influence de la pesanteur sur la croissance est connue sous les noms de

gravimorphisme[4]ou géotropisme[5].La forme des arbres doit satisfaire à des critères

élastiques pour résister à leur propre poids [6]. Les contraintes de croissance et en

particulier cellescrééespar le bois de réaction jouent un rôle important ([7],[8]).Cepen-
dant nous nous limiterons ici à décrire une branche comme un corps élastique pesant

ayant une croissanceanisotrope, dans une direction fixe.

2. APPLICATIONAUXBRANCHESDELATHÉORIEDELAFLEXIONDESPOUTRES.- Les efforts

que doivent supporter les branches d'un arbre sont essentiellementdes efforts de flexion

dus à leur poids propre. La première idée qui vient à l'esprit est de leur appliquer la

théorie de la flexiondes poutres.
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Le modèle proposé est basé sur un certain nombre d'hypothèsesphysiques et biologi-

ques. Le matériau constituant la branche est élastique linéaire, ses propriétés physiques

(densitéet module) sont constanteset uniformes.Le bois neuf est librede toute contrainte.

La branche est soumise à la seulepesanteur et à des efforts de flexionpure, sans effort

tranchant, dans la mesure où elle est suffisammentélancée.La branche pouvant prendre

une forme très différentede sa forme initiale, on applique l'Élasticité en grands déplace-

ments, ou Élastique [9], qui utilise l'expression exacte de la courbure et non la dérivée

secondede l'ordonnée par rapport à l'abscisse. Comme on applique les formules de la

flexionpure, l'anisotropie du bois n'intervient pas. La branche croît dans une direction

fixe, sans ramifications, encastréedans un tronc droit, à vitesseconstante sur une même

branche quel que soit son âge d'apparition, à largeur des cernes annuels également

constante. Il n'y a pas d'élagage,naturel ou non, ni de contact avec le sol. Pour prendre

en compte les changementsde dimensionsde la branche, on a été amené à remplacer la

relation linéaire entre les contraintes et les déformations (ou entre les moments et les

courbures),par la même relation entre leurs dérivées,commeen Hypoélasticité([2],[3]).

La théorie de l'Élasticité, où les déformations sont réversibleset la répartition des

contraintes à travers la section est linéaire, s'applique à un objet dont la géométrie est

donnée à l'avance et qui est supposé libre de toute contrainte dans son état initial, par

exempleune branche soumisetemporairement à l'action du vent ou au poids de la neige

ou des fruits. Considérons une branche non pesante : c'est une poutre droite conique.

Supposons maintenant qu'elle devienne soudain pesante, en appliquant directement à

cette poutre la théorie élastique de la flexion, on obtiendrait une déformée ayant une

concavitévers le bas.

Une poutre fléchie reprend pratiquement sa forme initiale lorsqu'on libère les efforts

appliqués. Une branche coupée ne se redresse que très partiellement, surtout si elle est

âgée. La courbure de la branche, permanente, correspond à une déformation souvent

très supérieure à la déformation à la rupture du bois. Elle pourrait être attribuée en

partie à la viscoélasticitéet à la plasticité du matériau, mais l'essentielde cette courbure

est dû au couplage entre la flexionet la croissance. Le bois neuf constitue un manchon

initialementlibre de toute contrainte. Or, dans la théorie des poutres, la répartition des

contraintes à travers la section est linéaire. Dans une branche, elle ne peut l'être car,

étant nulle en surface, elle serait nulle partout. Si on coupe la branche, pour calculer la

répartition des contraintes satisfaisant au nouvel équilibre mécanique, on superpose à

l'ancienne répartition une répartition qui, étant linéaire, ne pourra libérer entièrement

les contraintes internes. Le bois récent, en maintenant déformé le bois ancien, empêche

la branche de se redresser.

La branche grandit dans la direction de croissance,vers le haut, se renforce et fléchit

un peu vers le bas, à chaque cycle de croissance, sous son accroissementde poids. La

courbure est négative lorsque la flexion l'emporte sur la croissanceet positive dans le

cas contraire (la variation de courbure due à la maturation du bois [10]n'est pas prise

en compte dans ce schéma).La courbure est orientéevers le bas du côté du tronç et vers

le haut à l'extrémité des branches. Ce changementde signede la courbure se traduit par

une forme infléchiequi va être calculéedans le paragraphe suivant.

3. PRINCIPEDUCALCUL.—En admettant que la vitessede croissance l soit constante,

la longueur l de la branche à l'instant t est :

l(t) = lt.
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De même, le rayon r des branches augmenté à une vitesse r constante (largeur des

cernes constante). Le rayon varie linéairement le long de la branche en fonction de

l'abscissecurvilignes et du temps t :

Le moment d'inertie (sectioncirculaire)s'exprimepar la relation

La branche est soumiseà une densitéd'efforts linéique :

où p est la masse spécifiquedu bois et g l'accélérationde la pensanteur.
Par dérivation on obtient sa vitessede variation :

Le moment de flexionM (s, t), créé en un point d'abscissecurvilignes à l'instant t par
le poids de la branche est donné par l'expression :

La vitessede variation du moment de flexion à un instant donné t en un point de la

branche considérée comme une poutre courbe définie par sa forme x(s, t), y (s, t) et

soumiseà la vitessede variation p (s, t) de la charge répartie est obtenue en dérivant le

moment de flexion :

Le dernier terme est nul puisquep(l(t), t)= 0.

Le deuxième terme tient compte de la variation du moment due aux déplacements
horizontaux successifsdes points s.

La formule de la flexion des poutres donne la courbure en fonction du moment de

flexion :

où E est le module d'élasticité du bois, I le moment d'inertie et ocl'angle de la poutre
avec l'horizontale.

En dérivant l'expressionde la courbure par rapport au temps, on obtiendrait :

Lorsque le moment d'inertie diminue, par exempleen taillant la branche de façon à

diminuer son épaisseur, la courbure augmente, du moins si le moment de flexion reste

constant par un artifice quelconque. Si le moment d'inertie croît, et que le renfort n'est

pas contraint au départ, toujours avec un moment de flexionconstant, la branche ne se

déforme pas. Cette hypothèse fondamentale, voisine de celle utilisée pour prévoir les

contraintes dans les matériaux polymérisant sous contrainte où c'est le module qui
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augmente [11],permet de tenir compte de ce qu'un point matériel créé par le cambium

ne participeau soutienqu'à partir de sa création. Une augmentationdu moment d'inertie,

comme une augmentation du module, n'a pas d'effet sur la déformation : les formules

« instantanées» de la Résistancedes Matériaux ne s'appliquent pas à une structure en

croissance,on écrit donc :

En intégrant par rapport à l'abscissecurviligne le long de la branche, on obtient la

vitessede rotation, toujours de même signe, cumuléedepuis la naissancede la branche,

correspondant à une flexionvers le bas :

Elle est bien nulle pour 5=0 et la condition d'encastrementde la branche dans le tronc

est satisfaite. Elle est maximaleà l'extrémité de la branche. Pour obtenir la pente de la

branche, on intègre la vitessede rotation en fonction du temps, à partir de la création

du point matériel considéré,à l'instant t=sfl :

Pour simplifier,la loi d'orientation de la pousse terminale a été choisie indépendante

de l'histoire de la branche et de sa longueur, ce qui n'autorise pas de réorientation

possible :

Les coordonnées des points de la branche, définissantsa forme, sont calculéespar une

dernière intégration le long de la fibre moyenne :

4. RÉSOLUTIONNUMÉRIQUE.- Une solution analytique à ce problème ne semblepas

possible.Il est par contre simplede le résoudre numériquementà l'aide d'un microordina-

teur grâce à la méthode des différencesfinies. On procèdepar itération, chaque itération

correspondant à un cycle de croissance. La nouvelle forme de branche est calculée à

partir de l'ancienne,considéréecommeune poutre de forme et de dimensionsconnuespar

leprécédentcalcul.On lui appliqueune chargerépartie correspondant à l'augmentation de

poids acquise durant ce cycle.Les déplacementscalculéssont ensuiteajoutés aux ancien-

nescoordonnéespour obtenir la nouvelleforme de branche.On résout ainsi lesproblèmes

dus aux grands déplacementsainsi qu'aux changementsd'épaisseur et de longueur de la

branche.

Pratiquement, la branche est diviséeen maillons équidistants. La distance entre les

maillonsreste constante puisqueles branches d'arbre ne s'allongent qu'à leurs extrémités.

Les dérivées ont été remplacées par des différences entre maillons successifs et les

intégralespar de simplessommations.
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Les figures 1 à 3 montrent le résultat des calculs lorsqu'on fait varier l'anglede départ
des rameaux. La comparaison des figures2 et 4 montre que deux arbres de caractéristi-

ques identiquesmais de taillesdifférentesne sont pas semblables,c'est l'effet d'échelle,

5. CONCLUSION.—Le modèleprédit une forme de branche pouvant présenter un point
d'inflexion, associé à une déformation permanente des branches, sans faire appel à la

théorie de la plasticité. Il se distingue du modèle purement élastique de MacMahon [6]

par la prise en compte du couplage croissance-flexion.Il est très simplifié,puisque les

phénomènesde réorientations et de régulationde la forme n'ont pas été traités. Toutefois,
comme le calcul est effectué par un processus numérique et itératif, des consignes

biologiquesplus complexespeuvent y être introduites relativementfacilementsous forme

d'équations supplémentaires.

Noteremisele17juillet1989,acceptéeaprèsrévisionle10mai1990.
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