Définition
Une équation différentielle est une équation damtdnnue est une fonctidn
Cette équation fait intervenir, ses dérivées successived " f .. , et des fonctions connues.

L'usage veut que, souvent, dans une équation difféglle, la fonction inconnue soit notét ses dérivées succesiyes/”...
La variable x out, est la plupart du temps omise.

ATTENTION
Les propiétés suivantes ne sont valables ques S mefficients de I'équation différentielle sont deconstantes

Propriété
Soita un réel. Soit (E) I'équation différentiellg:=ay
Les solutions de (E), sur IR, sont les fonctigmkfinies pay(x) = C €2 ol C est une constante quelconque

L’équation différentielle (E) admet donc une infénde solutions (chacune correspond a un choia derstante C).

Démonstration :

1. Vérifions que les fonctions proposées sont bauations de (E) sur R.

Les fonctiong/ : x — C €** sont de la formg = C € oliu(x) =a x

Commeu est dérivable sur IRy, I'est aussi ety'= Cu' e"

Ce qui donne, pour tout réet y'(x) =a C e2*=ay(x)

Dou:y'=aysur R

Donc les fonctiony proposées sont bien des solutions de (E) sUiOR qui prouve I'existence de solutions)

2. Montrons que les fonctions proposées sontdakes solutions de (E) sur R. (C'est-a-dire,lquyi en a pas d’'un autre type
guexi— C e*".

Soity une solution quelconque de (E) sur R. (On s djue ¢a existe d’apres la partie 1).
Soit la fonctiorz définie, pourx O R, par :z(x) = y(x) e ?*
La fonctionz est de la forme =u v avecu =y etv(x) = e™?
Comme les fonctions ety sont dérivables sur IR, la fonctiaiest aussi eton az =u'v+uVv'

D’oU, pour tout réek : z'(x) = y'(x) e ** —ay(x) e 2*

Z(x) = e”** (y'(x) —ay(x)

Par hypothésey, est une solution de (E) sur R, dofix) —ay(x) =0

On en déduit que pour tout réel z'(x) = 0

On en déduit que est constante sur IR. Autrement dit, il existe aonstante C telle que pour tout néel
Z(X) = C dongy(x) e ®* = C dongy(x) = C &**

X

Propriété
Soienta etb deux réels avea non nul.
Soit (E) I'équation différentielley' =ay +b

Les solutions de (E), sur IR, sont les fonctigmigfinies pay(x) = C €* — b ou C est une constante quelconque
a

Démonstration
Soit la fonctionu, définie sur IR, paru=— b , U est constante dont = 0 de pluau+b=0donas =au+b
a

doncu est une solution de (E).

Soity une solution quelconque de (E). (On saltlgun existe au moins unau)
y'=ay+b

u'=au+b

En retranchant membre @ membrg +()' =a (y —u)

Doncy —u est une solution de I'équation différentiefle= a 'y, d’ou pour touix O IR

doncy(x) —u(x) = C €** ol C est une constante réelle
doncy(x) = C €** + u(x)

OnasurlR :{

donc, pour touk O R:y(x) = C % - —

Propriété

Soienta un réel ef une fonction définie sur un intervalle 1.

Soit (E) I'équation différentielle :y' =ay +f

Soit (Eg) I'équation différentielle sans second membre cigsy' =ay

Soitu une solution particuliére de (E), surd'=au +fsur |

Alors les solutiony de (E), sur I, s'obtiennent en ajoutant les sohgide (&) avecu : y(x) = C € + u(x)




Démonstration

u une solution particuliére de (E), surd'=au +fsur |

(E o) I'équation différentielle sans second membre @igso:y' = ay donc les solutions de @k sont les fonctions de la fornyéx) =
C eax

On a les équivalences suivantes :

y solutionde (E) sur b y'=ay +fsurl

=y —ay=u-ausurl= (y—u)=a(y—u)surl

= y—usolution de (E) sur | <= y(X) = C €** + u(x) pour toutx O |

Propriété

Soienta un réel ef une fonction définie sur un intervalle 1.

Soit (E) I'équation différentielle :y' =ay +f

On suppose que I'on connait une solution particeliede (E).

Soientx ety o deux réels.

Il existe une unique solutidn sur I, de I'équation différentielle (E) vérifiahfxo) =yo

Démonstration
Les solutions de (E) sur | sont les fonctions dietene :

y(xX) = C € + u(x) pour toutx (I |
La condition initialef (X) =y Se traduit par :

C e +u(xo =Yo

Il faut déterminer C :

C e®™= (yo—Uu(xo)) soit C=e ™ (yo—u(Xo))
donc en remplacant dap&) = C € 2% + u(x)
y() =[e”* (yo—u(xo))] €** + u(X)

Il existe une unique solutidn sur |, de I'équation différentielle (E) vérifiahfxg) =yo:
f est définie sur | parf:(x) = (yo—U(xg) €% +u(x)




