Soit f la fonction defini sur ] 0 ; + oo [ par f (x) = In(x—ﬂj
X

a. Démontrer que f est strictement positive sur ] 0 ; + oo [

Démontrer que f est strictement décroissante sur cet intervalle

Pour tout entier naturel n non nul on note u, I’aire du domaine rectangulaire délimite par I’axe des abscisses, les droites
équation x =n— 1 et x = n et la droite d’équation y = f (n)

Faire un schéma et faire apparaitre u, U, et us.

Préciser le sens de variation et la limite de la suite u,,.

Pour tout entier naturel n non nul on pose: S, =uy+ Uy + ... Uy,

Déterminer le sens de variation de la suite (S,).

Démontrer que, pour tout n supérieur a0, S, =1In (n + 1)

En déduire la limite de la suite S ..
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Correction

1l.a. Pourtoutxde]O;+ o], X—+1=1+l .
X X

1 . . .
x>0donc 1+ 1 >1 donc In(ij >In1soitf(x) >0.f eststrictement positive sur]0; + o [.
X X

b. f est de la forme In u ou u est la fonction x — x+1
X
1
e ' -1 T x?2 -1 X 1
La dérivée de In uest - avec u'(x) = — doncf’(x)= X_ = —5 X =—
u X 14 1 x* x+1  x(x+1)
X
Pour tout x de ] 0 ; + oo [, f ’(x) <0 donc f est strictement décroissante sur cet intervalle.
1
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On pouvait aussi dire que la fonction u: x — X est strictement décroissante sur ] 0 ; + o« [, que la fonction In est strictement
croissante sur ] O ; + oo [ donc leur composée f est strictement croissante sur ] 0 ; + o [.
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b. U, est Iaire d’un rectangle de longueur n — (n — 1) soit 1 et de largeur f (n)

u,=Ff(n)x1doncu,=f(n)
La fonction f est strictement décroissante sur ] 0 ; + oo [ donc la suite (u, ) est strictement décroissante

Uu,= In(n—ﬂjzln(l+lj.
n n

lim (1+1J=1 donc lim u,=In1=0
n

n—+w n—+w

3.a Sps1-Sp=(Uitur+t..UptUpsg)—(Ugtuz+..Uuy)doncS,s1—Sp=Up+1=f(n+1)
La fonction f est strictement positive sur ]0; + o[ doncS,+1—S,>0.
La suite (S,) est strictement croissante.



b. Pourtoutn>0,un:In(n—ﬂjzln(n+1)—lnn
n

En écrivant successivement cette propriété pour les différents termes de la suite :

up = 2~ - Inl
u, =__ 3 - In2—
LT, LD

Par addition terme aterme :u; +u,+..+u,=In(n+1)-1In1l
In 1=0donc pourtoutn>0,S,=In(n+1)

c. lim (n+1)=+0c0 or lim Inx=+c donc lim S =+

n—+ow X =+ n—+ow



