Pondichéry avril 2010

Une urne contient 10 boules blanches ébules rouges) étant un entier naturel supérieur ou égal a 2fa@nirer a un joueur des
boules de 'urne. A chaque tirage, toutes les mal la méme probabilité d’étre tirées. Pour cledopule blanche tirée, il gagne 2
euros et pour chaque boule rouge tirée, il perdr8se

On désigne par X la variable aléatoire correspondamain algébrique obtenu par le joueur.

Les trois questions de I'exercice sont indépendante

1. Le joueur tire deux fois successivement et samsse une boule de l'urne.
20n
a. Démontrerque: P (X =-1)=—————.
(n+10) (n+9)

b. Calculer, en fonction de la probabilité correspondant aux deux autreswalprises par la variable X.
-6n?-14n+ 360

C. Vérifier que I'espérance mathématique de la Weialéatoire X vaut : E(X) =
(n+10)(n+9)

d. Déterminer les valeurs depour lesquelles I'espérance mathématique estestment positive.

2. Le joueur tire 20 fois successivement et avatge une boule de l'urne. Les tirages sont indéaetsd

Déterminer la valeur minimale de I'entierafin que la probabilité d’obtenir au moins une leawuge au cours de ces 20 tirages soit
strictement supérieure a 0,999.

3. On suppose que= 1000. L'urne contient donc 10 boules blanchek)€0 boules rouges.

Le joueur ne sait pas que le jeu lui est compléterdéfavorable et décide d'effectuer plusieursgisasans remise jusqu'a obtenir
une boule blanche.

Le nombre de boules blanches étant faible devdat des boules rouges, on admet que I'on peut nigetéle nombre de tirages
nécessaires pour obtenir une boule blanche pavameble aléatoire Z suivant la loi :

k -0,01x
pourtoutkDN,P(Zsk):jOO,Ol SdX.

On répondra donc aux questions suivantes a I'addgednodele.

a. Calculer la probabilité que le joueur ait bestértirer au plus 50 boules pour avoir une bouladia, soit P(& 50).
b. Calculer la probabilité conditionnelle de I'évement : « le joueur tiré au maximum 60 boules pour tirer une boule
blanche » sachant I'événement « le joueur a tié g 50 boules pour tirer une boule blanche ».
CORRECTION
1. Le joueur tire deux fois successivement et samsse une boule de I'urne donc on est en situaiéquiprobabilité.

Le nombre initial de boules est+ 10, le joueur choisit une boule donm a 10 choix possibles et ne remet pas cette boares d
I'urne donc le nombre de boules possibles lorsatdoisd tirage est + 9.

a. Lors d'un tirage de deux boules, soit le jouss teux boules blanches, et gagne 4 €

soit le jouer tire une boule blanche et une boolsye, et gagne2 -3 =-1€

soit le jouer tire deux boules rouges, et gagneéE-—- 6

Si le joueur tire une boule rouge au premier tirdigene contient 10 boules blancheset 1 boules rouges

Si le joueur tire une boule blanche au premiegérd’'urne contient 9 boules blanchesidtoules rouges.

d’'ou I'arbre de choix :

1% tirage 3™ tirage Gain
R, —6€
n-1
n R
n+10
n+9
B, -1€
R, —1€
_n
10
n+10
B
n+9
B, 4 €
pox=-1)=—2 x 210 10, 9 4onep(x=—1)=— 200

n+10 n+9 n+10 n+9 (n+10) (n+9)



b. p(X = - 6) =—_ Xn_ldoncP(X:—G):—n(n_l)
n+10 n+9 (n+10)(n+9)
=10 9 _ o 90
IO()(_4)_n+10 n+9 done P (X ®) (n+10)(n+9)
C E(X)=4p(X=4)+ (- Dp(X == 1) + (- 6)p(X = - 6) donc E(X) = 20n 6n(n-1)

(n+10)(n+9) (n+10)(n+9) (n+10)(n+9)

6n°+6n 20n+36C=»E(X)— 6n°-14n+ 360

E(X) = =
(n+10) (0 + 9) (n+10)(n+ 9)

d. E(X)>0< —6n%-14n+360>0
—6x2—14x+360 =0 oA = 142+ 4x 6 x 360 = 94 donc les solutions sort = — 9 X, = 2—;

n étant un entier supérieur ou égal a 2, 'espéramthématique est strictement positive 5i7

2. Les événements « obtenir au moins une bouleeraugcours de ces 20 tirages » et « obtenir 2@bdalhnches au cours de
20
ces 20 tirages » sont contraires dope:1 — 10
n+10
10 ) 10 ) 10 10 10
p>0999- | ——| <1-0999= | ——| <0,001= <%/0,001-n+10>—F—— = n>—F—"— -10
n+10 n+10 n+10 2/ 0,001 2/ 0,001
= n=>5
k -0,01x —0,01x] ¥ 0,001k
3. P(Zsk):joo,m O dx =[-e™®™] doncP (xk=1-€°
a. P(Z<50) = 1 —e%%%%0= 1 _ & %%®donc P(Z< 50)= 0,049
<
b, P (z<60/Z > 50) =- 0 2= €0)

P(Z >50)
P (50 < Z< 60) = J’ ;0 0,01 ~%0% gy = I:_ e70,01x:|

P (50 < Z< 60) = g 95— g 00¢
P(Z<50) = 1 - €°%donc P(Z > 50) = 1 - P(Z50) = & %%

g 005 _ g 006
doncP (&60/Z>50)=————
e

0,05

60
50

=1 _go0

On aurait pu dire plus simplement que Z suit uned® durée de vie sans vieillissement donc I'évémnx le joueur tiré au
maximum 60 boules pour tirer une boule blanche aatchu’il a tiré plus de 50 boules pour tirer urnale blanche sa la méme
probabilité que « le joueur a tiré 10 boules pdnar uine boule blanche »

donc P (Z60/Z>50)=P (&10)=1-¢°%



