Polynésie septembre 2007

EXERCICE 1 7 points Commun & tous les candida
On désigne par (E) 'ensemble des fonctibesntinues sur l'intervalle [C 1] et vérifiantles conditions (1), (P») et (Ps) suivantes :
e (P :feststrictement croissanterd’intervalle [0 1].
e (Py):f(0)=0etf(1)=1.
e (P : pour tout réex de l'intervalle [0 1],f (X) < x.
Dans un repére orthonormgD ;T,T ) du plan, on note (¢) la courbe représentatidéune fonctionf de I'ensemble (E) et (D) la
droite d’équatiory = x.

1
A toute fonctiorf de (E), on associe le nombre rl; = J [x=f(X]d x.
0

1. a. Une seule des trois courbesdassous représente une fonction de
La déterminer en justifiant I'élimination des deanties.

1 I I |
I I I A |

I__dlllill I__dIIII:IlII I__dIII:IlII

Courbe n° 1 Courbe n° 2 Courbe n° 3
Montrer que, pour toute fonctidrde (E),I ¢ = 0.
Soith la fonction définie sur I'intervalle [0 ; 1] ph(X) = 2* - 1. (On rappelle que, pour tautéel, 2= e*"?).
Montrer que la fonctioh vérifie les conditions (1) et (Py).
Soit ¢ la fonction définie sur l'intervalle [0 ; 1] pip(X) = 2 = x -1.
Montrer que, pour toutde [0 ; 1],d(X) < 0. (Or pourra étudier le sens de variation de la fonafieur [0 ; 1]).
En déduire que la fonctidmappartient a I'ensemble (|

coenND

. R . . 3 1

C. Montrer que le rédl, associé a la fonctich est égal aE et
n

3. Soit P une fonction définie sur itervalle [0 ; 1] palP(X) = a x? + b x +c ou a, b et ¢ sont trois nombres réels tels que
0 <a< 1. On se propose de détermifes valeurs des réea, b et ¢ pour que la fonctio? appartienne a I'ensemt (E) et que
| p= | he
a. Montrer que la fonctiof® vérifie la propriété (,) si et seulement si, pour tout réele l'intervalle [0 ; 1]P(x) =ax?+ (1 —a) x.
Montrer que toute fonctioR définie sur [0 ; 1] paP(x) =ax?+ (1 —a) x avec 0 <a < 1 appartient & (E
b. Exprimer en fonction da le réell p associé a la foncticP.
C. Montrer qu'il existe une valeur du réepour laquelld ,= I . Quelle est cette valeur ?
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EXERCICE 2 4 points Commun & tous les candida
On considére un cube ABCDEFGH d’aréte de longue

On choisit le repére orthonormal (D,; , k) tel queT:%ﬁ,

]:—BE etk =_1DH
3

1.a. Donner les coordonnées des points A, C

b. Déterminer les coordonnées du point L barycentre
systeme {(C ; 2), (E ; 1)}.

C. Déterminer les coordonnées des vect AE et DL .

2. Soit @, b) un couple de réels. On note M le point di

droite (AE) tel quem =a AE etN le point de la droite (DL
tel que DN =bDL .

a. Montrer que le vecteuMN est orthogonal aux vectet
AE et DL si et seulement si le coupla, p) vérifie le system: I
{‘a+ 2b=1 ST T e
3a-b=0 N c

b. En déduire qu'il existe un seulipp M, de (AE) et un
seul point Ny de (DL) tels que la droite (lyN ) est orthogonale
aux droites (AE) et (DL).

C. Déterminer les coordonnées des pointy et Ng puis

calculer la distance N, A \

EXERCICE 3 4 points Commun & tous les candida
La végétation d'un pays imaginaire est composémiement de trois types de plant
40 % sont de type A, 41 % de type B et 19 % de .
On admet qu’'au début de chaque année :
« chaque plante de type A disparait et elle est recég! par une et uiseule nouvelle plante de type A, B ot
» chaque plante de type B disparait et elle est r@eépl par une et une seule nouvelle plante de typeod C
« chaque plante de type C disparait et elle est maplpar une et une seule nouvelle plante e C
La probabilité qu'une plante de type A soit rempl@ar une plante de méme type est 0,6 et celilgle soit par une ante de
type B est 0,3.
La probabilité qu'une plante de type B soit remplapar une plante de méme type est 0,6 et celelle le soit par une plante de
type A est 0,3.
Sl:)gébut de chaque année, on choisit au hasarglante dans la végétation et on reléve débutde début de
Pour tout entier natur@lnon nul, on note :
» 'événement « la plante choisierldgéme année est dype A »,
» 'événement « la plante choisiedégéme année est de type E !
» C, I'événement « la plante choisieridéme année est de type ( I ?
On désigne pap, , q, etr , les probabilités respectives des événeme ,,, B, et C,. '/_/
Compte énu de la composition initiale de la végétatiorb(déle I'annén® 0) on pose :
po=0,40,99=0,41 etr, = 0,19.
1. Recopier sur la copie et compléter I'arbre pond#@-contre, en remplagant chaque
point d’interrogation par la probabilité correndante.
Aucune justification n'est demandée pour cette tijoie:
2.a. Montrer quep = 0,363 puis calculey; etr ;.
b. Montrer que, pour tout entier naturehon nul
Pn+1=0,6pn+0,3q,€tg,+1 =0,3pn+0,6Q,

3. On définit les suites,) et © ) surN par :S,=q,+p, etD,=qgn —pPn.

I’année n°01’année| n°1

a. Montrer que §,) est une suite géométrique dont on préciseraisamraOn admet qu
(D) est une suite géométrique de raison 0,3.

b. Déterminer les limites des suite%;,() et (D ).

C. En déduire les limites des suitgs, | et (q,). Interpréter le résultat.
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EXERCICE 4 5 points  Commun a tous les candidats
Pour cet exercice, les figures correspondant attiepaA et B sont fournies sur la feuille jointe @mnexe. Cette feuille ne sera pas
remise avec la copie.

Le plan complexe est rapporté & un repére orthoalcdirect O ;u,v).

On considére un triangle OAB et une similitude cliees de centre O, de rappdrtet d’angled. Soit :

* les points Aet B, images respectives des points A et B par la sudéc;

* les points |, milieu du segment[B] et J, milieu du segment [A'B,

* le point M milieu du segment [AR;

* le point H, projeté orthogonal du point O sudtaite (AR) et le point Himage du point H par la similitude

Partie A. Etude d’un exemple

Dans cette partie, le point A a pour affixe — 6 i i point B a pour affixe 2 + 4 i, et le poin{ projeté orthogonal du point O sur la
droite (AB), a donc pour affixe 4 i.

La similitudec est la similitude directe de centre O, de rap%oﬂt d’angleg.

1. Déterminer les affixes des point§ B’ et H.

2. Montrer que la droite (1J) est perpendiculaifa droite (HH).

Partie B. Etude du cas général

1.a. Montrer que Hest le projeté orthogonal du point O sur la drfiteB’).

b.  Montrer queMI :% AB . On admet queviJ :% AB.

C. En déduire que’l\\jll—‘l]=8—ﬁ etque MI,MJ) = (OH,OH ) +kx 27, kO Z.

2. On appelles la similitude directe qui transforme M en O etllé. On note K I'image du point J par la similitusle
a.  Montrer que OK= OH puis que MI ,MJ) = (OH ,0K) +kx 2, kO Z.

b. En déduire que le point’ldst I'image du point J par la similitude

3. Montrer que [J, HH") = (Ml ,OH) +k x 2z, k 0 Z. Montrer que la droite (1J) est perpendiculaita droite (HH).
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EXERCICE 1 7 points
1.a. Les conditiongP,) et (P,) sont vérifiées par
les trois courbes.

La conditionP ; n'est vérifiée que par la premiere
courbe : le segment de droije= x est tracé sur
chaque graphique et seule la courbe 1 est en dess

CORRECTION

Commun a tous les candidats

|

|

e

de la droitey = x '
Courben® 1 Courben® 2 Courben® 3
b. Toute fonctiorf de (E), est continue sur 'intervalle [0 ; 1], pdaut réelx de l'intervalle [0 ;1],f (X) < x donc pour touk de

[0;1],x—f(x)20et0s1doncj. Ix-f(x]d x 20.

2.a. hest continue sur l'intervalle [0 ; 1] (composéefalections continues sur [0 ; 1]) et In 2 > 0 does fonctionx - x In 2 etx
- €*sont strictement croissantes sur l'intervalle 0 donc leur composéeest strictement croissante sur l'intervalle [Q.; 1
h(0) = e”— 1 = 0 eh(1) = 2 — 1 = 1 donh vérifie les conditions (P et (P,).

b. Soit ¢ la fonction définie sur l'intervalle [0 ; 1] pas(X) = 2 - x -1.

¢ est @&finie continue drivable sur [0 1] (compoge de fonctions continuegidvables sur [Q 1])

¢’ =In2e&"m2-1, pour touk de [0; 1], In2 &M?- 120 = xO[0; 1] et &"?> %
n
1 : 1 a0 - 1 - 1 1
— [0[0; 1] doncd’| — |=0; ¢’(X) =0 sixO| —;1| , ¢ est croissante sur——; 1|, pour toutx de| ——; 1|, d(X) < (1)
In2 In2 In 2 In2 In2

soit pour touk de { % ; 1} ,d(X¥)<0
n

cb(x)SOst[O,ln2

®(X) < 0 donc pour tout de [0 ; 1],d(X) < 0.
d(X) = h(x) —x donc pour touk de [0 ; 1],h(x) < x donch vérifie la condition B, la fonctionh appartient a 'ensemble (E).

c. 1= I:[x—h(x)]d X = J'Ol—cp(x)dx

, ® est croissante s rO;i , pour toutx de 0;i , ©(X) < ¢(0) soit pour touk de 0;i ,
In 2 In2 In2

¢ (X) = e™?—x - 1 donc une primitive dé est la fonctionb définie sur I'intervalle [0 ; 1] par®(x) = % eX"?-=x?-x
n
I h=—®(1) +®(0) = eyt 1o 2,3, 1 gone h= 3.1
In2 2 In2 n2 2 In2 2 In2

3.a. la fonctionP vérifie la propriété (B) si et seulement P (0) =0etP(1)=1- c=0eta+b+c=1<c=0etb=1-a =
pour tout réek de l'intervalle [0 ; 1]P(x) =ax?+ (1 —a) x.

Soit la fonctionP définie sur [0 ; 1] paP(X) =ax? + (1 —a) x avec 0 <a < 1, P vérifie la condition (B).

P est un polyndme donc est dérivable sur [0 ; H'6) =2ax+1-a

0 <a< 1 donc pour toux de [0 ; 1], P’k) = 1 —a > 0 donc P est strictement croissante sur l'irtbeV{0 ; 1],P vérifie la condition
(Pa).

Xx—P§ =x—ax?—(1-a)x=—ax’+ax=ax(1-x)orxO[0; 1] donc 1 x=0,a> 0 donc pour tout réelde l'intervalle [0 ;1],
P (X) < x, P vérifie la condition (R).

La fonctionP appartient a (E).

[ Caoxtydxe] af Exz-dya )| —a(Lo2)-2
b. Ip—jo[x P(X)]d x Joa(x x“)dx {a[zx 3x ﬂo a(z 3] 5
0

C. [p=1h = 3. t._a a=9 —i, <9 _ 5 < 1 donc il existe une valeur du réel a pour ldgque,= 1 et
2 In2 6 In2 In2
6

PX) = (Q—iJ x? +(8+—J
In2 In2
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EXERCICE 2 4 points Commun a tous les candidats

1.a -":%ﬁ donc DA =317, A a pour coordonnées (3 ; 0 ; 0) de méme C a poardonnées (0 ; 3 ; 0) et E a pour coordonnées
(3;0:3)
b Le point L barycentre du systéme {(C ; 2), (B} a pour coordonnéels ZXcHXe 2Yc* Ve, 22c*2e soit (1;2;1)

' P Y Y $o Eap 2+1 ' 2+1 = 2+1 T

C. AE a pour coordonnées (0 ; 0 ; 3) a pour coordonnées (1; 2 ; 1)

2.a. M estle point de coordonnées, { ; 2) telles quem =a AE soitx—3=0 ety=0etz=3a
M a pour coordonnées (3 ; 0 aBde méme N a pour coordonnébs 2b ; b) donc MN a pour coordonnéeb ¢ 3 ; 2b ; b — 3a)

le vecteurMN est orthogonal aux vecteusE et DL si et seulement SN . AE = 0 etMN .DL =0

-a+2b=1
= 3b-3a)=0eth-3)+2x2b+(bO-3a)=0=b-3a=0et6b-3a-3=0=
3a-b=0
a= 1
-—a+2b=1 -a+6a=1 5 . . , .
b. = = , il existe un seul point M de (AE) et un seul point Nde (DL) tels que la
3a-b=0 b=3a b _3
5
. . . 3 . (3.6.3
droite (MoN ) est orthogonale aux droites (AE) et (DL) oM pour coordonnégs3; 0 ;E , N a pour coordonné SE;E;E .
C. M a pour coordonnées (3 ; 0 agdonc My a pour coordonnée(s:% ;0 ;g j de méme N a pour coordonnébs 2b ; b) donc
N a pour coordonnée{s§ ; 6 ; 3 j
555
2 2 2
180 6, 5
MoNo2= ( 3_§j (Ej +(§__3j _144r 36 1814 = V18065
5 5 5 5 25 25 5 5

5
La plus courte distance entre (AE) et (DL) est ég‘afg—\/_ .
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EXERCICE 3
1.

4 points Commun a tous les candidats

Début de 'année° 0 Début de 'annéay 1 A,

0,6
Ao Kgix B,
C.

0,4

Ay

0,41 03
Bo 0,6 B,

—

\eﬂ@\ c,
Co 1 Cl

2. p1=pA1)=pAonAi)+pBon A;)=0,4x0,6+0,41x0,3 = 0,363

q1=p(B1)=p(Aon B1) +p(Bon B1)=0,4x0,3 + 0,41 0,6 = 0,366

r.=1-p;—q;=0,271, on pouvait aussi calcuter=p(Aon C ;) +p(Bon C1) +p(Cyn Cy)
b.

Début de I'annéea Début de I'annéa + 1

An

—

0.4

0,41

Cn

pour tout entier natur@non nul,p,+1=pAnn Ans) +pBon Anst)

An+l
Bn+1

Cn+1

An+1
Bn+l

Cn+1
Cn+1

Prn+1=PAn+1/ An) XpAn)+p(An+1/By) xp(B,) doncp,.1=0,6p,+ 0,39,
On+1==PAnN Bns1) +p(Bnn Bni1) =pBns+1/ An) Xp(An)+p(Bni1/ Br) xp(Bn) doncgn.10,3pn+ 0,60,

3.2 Sp+1=0Qn+1*+Pn+1=0,3py+0,69,+0,6p,+ 0,30,
Sh+1=0,9p, +0,9q,=0,9 S, donc S, est une suite géométrique de raison 0,9 de praenime S =py+ o= 0,81

pour toutn deN, S, =0,9"x 0,81.

(D ) est une suite géométrique de raison 0,3 de praatime Dy =q,—p, = 0,01 donc pour toutdeN, D, = 0,3" x 0,01.

b. —-1<0,9<1donclim 0,9"=0donc lim S,=0,-1<0,3<1donclim 0,3"=0donc lim D,=0.

C. S,=qnt+tpretD,=q,-prdonc 2q,=S,+D,et2p,=S,—-Dyor lim S,=0,et lim D,=0.donc lim p,=0, et

lim g,=0. Along terme, les plantes de type A et B digjzasent, seule demeure la plante C.

n- +o

n - +oo n - +o n - + oo

n - +o
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EXERCICE 4 5 points Commun a tous les candidats
Partie A. Etude d’'un exemple

1. o est la similitude directe de centre O, de rap%oﬂt d’angleg donc a une écriture complexe de la forre az+b
O estle centre dedoncb =0, |a| = 1 etarga= L 2k mdonca= 1 (cosE +i sinE) = li
2 2 2 2 2 2
O a pour écriture complexg = %i z
o(A) = A’ est le point d’affixe%i (-6+4i)=—2-3i
o(B) = B’ est le point d’affixe%i (+4i)=-2+i

o(H) = H’ est le point d'affixe%i x(4i)=-2

2. | est le milieu du segment[R] donc a pour affixe, =

- , z, +z,
J est le milieu du segment [A]Rlonc a pour affixg;= —— =

donc 1J a pour affixez;—z,=— 4 + 2

HH' a pour affixezyy —zy=—2—-41i

HH' . 1J = (= 4)x (- 2) + 2x (— 4) = 0 donc les vecteutsH' et 13 sont orthogonaux, la droite (1J) est perpendicelaila droite
(HH).

Partie B. Etude du cas général

1l.a. H est le point de (AB) tel que les droites (OH)(AB) sont

perpendiculaires

Une similitude conserve I'alignement donc transferfAB) en (A'B’) et

(OH) en (OH") (O est le centre de donc O’'=0) et H' est le point

d’intersection des droites (OH’) et (A'B’)

Une similitude conserve les angles orientés donpagticulier les angles

droits donc les droites (OH’) et (A’'B’) sont perpiculaires Al H B'
donc H est le projeté orthogonal du point O sur la drOieB’). !

b. Dans le triangle ABA’, le point M est le milielu segment [AA A
et le point | est le milieu du segment [8] donc MI =% AB.
M |
A B
C. o est une similitude directe de centre O, de rappettd’angled.
c:H-HetO- Odonc% =Aet(OH,OH)=0+kx 2, kOZ.
Mi =L AB etMi =2 AB donc MY = AB 6 AL AetB - B donc AE = donc MY -
2 2 M AB AB M
MJ OH'
donc—=——
Ml OH
de plus AB,AB') =0 +kx 27, kO Zor Ml :%ATz et MJ :%/ﬁ donc (AB,AB) = (Ml , MJ) +kx 27, kO Z
donc (MI ,MJ) = (OH,OH) +kx 27, kO Z.
2.a s: M 5 O
I - H
J o K
donc 2K - MJ_OH"  OK_OH" (it oK = O de plus M1 ,MJ) = (OH ,O0K) +kx 2, kO Z.
OH Ml  OH OH OH
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b. (MI,MJ)=(OH,0K)+kx2net(MI,MJ)=(OH,OH)+kx2x, kOZ
donc (OH,0K)=(OH,0H) +kx 27, kOZ. donc ©OH,OH") + (OH',OK)=(OH,0H) +kx 2x, kO Z
donc (OH',0K) = 0 +k x 27, k 0 Z donc les vecteur® H' et OK sont colinéaires de méme sens or OK = OH’ dartd' = OK

soit K = H'. Le point H est I'image du point J par la similitude

3. s:' M 5 O
I - H
J o H
donc HH' =A lJ et (1J,HH") =0 +kx 27, k O Z.

de méme OH A Ml et (M ,OH)=0 +kx 2,k Z donc (13, HH") = (MI ,OH) +k x 27, k 0 Z.

MI :% AB donc les droites (MI) et (AB) sont paralléles oest la projection orthogonale de O sur (AB) deeg droites (OH) et
(AB) sont perpendiculaires donc les droites (OH\M) sont perpendiculaires.
L'angle (MI ,OH) a pour mesure;—[ ou —g donc comme (3, HH") = (MI ,OH) + k x 27, k 0 Z. alors (J , HH")a pour mesure

g ou —g donc la droite (1J) est perpendiculaire a la @r¢iH).
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