Partie A

Restitution organisée de connaissances On suppos@nas les résultats suivants :

« e’=1
+ Pourtous réelzety, e x e’ = e*"V.
. - 1
1. Démontrer que pour tout régle™ = —-
e
2. Démontrer que pour tout réekt pour tout entier natura| (e*)" = e"*.
Partie B
s . e . 1 e "X
On considére la suitei ) définie pour tout entier naturelpar :u, = J' 0 T3 o dx.
+e
1.a. Montrer queug+u;=1.
b. Calculeru 4. En déduireu,.
2. Montrer que pour tout entier naturglu,, > 0.
. 1-e™"
3.a. Montrer que pour tout entier naturehon nul,u,,1+u,=
o . 1-e™"
b. En déduire que pour tout entier naturelon nul,u, < .
n
4. Déterminer la limite de la suite {).
CORRECTION
Partie A ) -nx ) N
1. En choisissang = —x : ¥ x ¥ = e**Y devient : 2. La fonctionx - — est continue positive sur R et
e*x e ¥=e* *soit&x e *=¢e° .
1 e . .
donc & x e *=1 donc 6 * = 1 0<1 doncJ.0 e dx > 0 soit pour tout entier nature|
x ° e
u,>0.
2. Montrons par récurrence que pour tout néet pour

tout entier natureh : (e*)"=e"*.

Sin=0, (€)%=1=e°=e"*donc la propriété est vraie pour
n=0.

Montrons que pour tout, la propriété est héréditaire soit que
pour toutn de IN, si (§)" = e"*alors (&)"*"*= e * DX
(eX)n+1= (eX)n X ex: enxx e><= enx+x= e(n+1)x

La propriété est héréditaire pour toudonc est vraie pour tout
nde N.

Partie B
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1. a UO_I01+e’de_Iol+e’de

- X

1 e
U]_:J- _XdX
0l+e

dx

11
doncug+u;= '[0 17— dx + J'O P

1 1 e
+U.= + dx
Uot+Uj J-O[l+e_x 1+ e_xj

doncug + U= jsldx = [x]?J =1

- X '

u N
est de la forme — ou
u

b. la fonctionx —

- X

- X

u(x) = 1 + e *donc une primitive de la fonction- 17 o
+e
est la fonctiorx -~ —In (1 + €¥)
doncu;=—In(l+eH+n@+)=In2-In(1+eh)
Up=1-u;=1+In(1+€Y-In2

-nx

1 e
€ Tax+ [1 2 ax
0 1+e’ 01+e”

1 e—(n+1)x e—nx
':’u"+1+u“:.[o 1te" 11 e~ dx
+e + e

1 ef(n+1)x+ efnx

1 e—(n+l)x

3.a un+1+un:I

+U,= - -
Unr1tUp J'O 17— dx
1 e*x+1 efnx
< Un+1+un:J- %dx
0 1+e™”
1
1 _ e—nx
aun+1+un:j e”xdx:[— }
0 n
0
_1-e™
Up+1tUp= .
b. pour tout entier naturel non nul,u,> 0 doncu,,,> 0
1-e™
doncu,<Up+1+UROFULL 1+ URS .
. 1-e™"
donc pour tout entier natunelnon nul,u, < .
n

-n
"= 0 donc lim

n - +oo

4, lim e~

n - +oo

= 0 or pour tout entier

-n

1- . P
natureln non nul, 0< u, < donc d’'aprés le théoréme

des gendarmedim u,=0.
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