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I. Premiére partie
2

On appelld etg les deux fonctions définies sur l'intervalle [0 ¢of par :f (X) = In(1 +x) —xetg (X) = In(1 +x) —x + X? .

1. Etudier les variations deet deg sur [0 ; +oo [.
2

2. En déduire que pour toxt> 0,x — X? SIh(@+X)<x

II. Deuxiéme partie

On se propose d'étudier la suitg,() de nombres réels définie pary= g etup+1=Up (1+ij .

2 n+1
1. Montrer par récurrence que,> 0 pour tout entier natural> 1
2. Montrer par récurrence que pour tout entier naturell : Inu,=1In ( ;j +1n (1+ 2—1j + ..t In(1+ 2_1”j
3. On pose : Sn—l+i2+ .+—1n etT,= 1+—12+...+—1n
2 2 2 4 4 4

A l'aide de la premiére partie montrer que : S, - %Tn <lnu,<S,

Calculer S, et T,, en fonction den. En déduire lim S, et lim T,.

n- +o n - +oo

Etude la convergence de la suitg §.

Montrer que la suitau(, ) est strictement croissante.

En déduire queu(, ) est convergente. Sditsa limite.

On admet le résultat suivant : si deux surtg)(et v, ) sont convergentes et telles que< w,, pour tout entier naturel, alors
im v,< lim w,.

n - +oo n- +o

copo A

Montrer alors quegs In ¢ < 1 et en déduire un encadrementde

CORRECTION
I. Premiere partie
1. f etg sont définies continues dérivables sur [0x
1 1 x?
f'(x) = — -1=—— et x-——1+x:
) T x T x g T+ x Tt

x = 0 doncf '(x) < 0 etg'(x) = 0 doncf est décroissante sur [0 peH etg croissante sur [0 ; e[

X 0 + oo X 0 + oo
f'(x) | O - g'(x) 0 +

0 —
f
\ g o//

2. f etg sont décroissantes sur [0 ¢oH etf (0) = 0 etg(0) = 0 donc pour tout > 0,f (X) < f (0) etg(x) = g(0)

2
soit In(1 +x) —x< 0 et In(1+x) —x + X?> OdoncIn (1 &) <xetln(1+x)=x— X? soit pour touk > 0,x — X? In (1 +x)<x

[I. Deuxiéme partie

1. u;= g doncu;> 0, la propriété est vraie ponr= 1

Montrons que pour tout> 1, la propriété est héréditaire c’est-a-dire qoerpgoutn > 1, siu, > 0 alorsu,+,>0
Up+1=U [1+ 21 j doncup+1>0

La propriété est vraie pour+ 1 donc est vraie pour tontde IN*.

2. up= g donc Inu;=1In g = In(1+%) la propriété est vraie poar= 1

Montrons que pour tout> 1, la propriété est héréditaire c’est-a-dire goergoutn> 1, si

Inu,=1In 1 +1In 1+—1 + ..+ 1In 1+—1 alors Inu,,1=1In E + ...+1In 1+i +In 1+%
2 22 2" 2 2" 2

Un+1=Un (1"’%) donc Inup.1=1In [ u, (1+%ﬂ doncup>0ona:lmu,,1=Inu,+ In(1+_2nl+lj



La propriété est vraie pour+ 1 donc est vraie pour tontde IN*.
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3. pour toutx > 0, X — X < (1 +x) < x, on choisit successivemext %2—12 e 2—]; et on remplace dans l'inégalité, en
utilisant systématiquement que®(?? = 2%° = (22)P = 4 on obtient donc :
o1 1 1 11 1 1 1) 1
six=—alors-———=<In I+— |<— e == <hnf1+—= (<=
2 2 2x2 2) 2 2 2x4 2
o1 1 1 1 1 1 1 1 1
SlX——zalorS—Z_ﬁS In 1+—2 5—2 il 25|n 1+—2 S—z
2 2% 2x(2%) 2 2 2° 2x4 2 2
o1 1 1 1 1 1 1 1 1
SlX——galorS—s_ﬁS In 1+—3 S—3 = -3~ 3S|n 1+—3 5—3 etc.
2 2° 2x(2%) 2 2 2° 2x4 2 2
etc ...
. 1 1 1 1 1 1 1 1 1
six=—yalors—~-——=5<In I+ |<— o —- <h|1+—|<s—=
2" 2" 2% (2") 2 2 2" 2x 4" 2") 7

En additionnant terme a terme les inégalités olgtemn arrive a :

LI T —Ex[—1+—1+...+—1j <In [1+%)+...+ In[1+2—1nj < 1+i+...+2—1n SoitS, - %Tnsln up<S,

2 22 772" 2 (4 4 4" 2 27
: . 2 n_ 1_qn+l
4, Sigzl:1+g+q°+..+q =
1-q
_1 1 1 . , . L .1 . 1
Sp= 5 1+§ +..+ o1 S, est la somme despremiers termes d’'une suite géomeétrique de premlmez et de raisom = >

1 n
1_ (J !
doncS, = 112 soitS,=1- (Ej
2 2
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_1 1 1 . , . L .1 . 1
T,= 2 1+Z+ .t OEs T , est la somme deaspremiers termes d’une suite géométrique de premlmez et de raisom = 2
n+1
1_(411) 1(, (1)

doncT,==x soitT,==|1 (—j

1- 1 3 4
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si—1<qg<1alors lim g"=0donc lim S,=1et lim T,=

n-+o no+o n-+o

Wik

n+1

5.a Up+1—U,=Up [1+2ij —Uup= % U, Pourtoun>1,u,>0doncuy,1—u,>0.

La suite (1, ) est strictement croissante.

1
b. Pour toun>1,S, - ETnsInunsSn_
S, est strictement croissante dim S, =1 donc $< 1 donc pour tou > 1, Inu, < 1 soitu, < e
n-+o

(uy,) est croissante majorée par e donc convergeweréimitel telle queug< t<e

C. (u,) converge verg avec 0 < < e et la fonction In est continue sur ] 0 ¢4 donc (Inu,, ) est convergente.

. . . 1 . .
D’apres le résultat admis, comme pour toatl, S, - ETn <lnu,<S,etque lim S,=1et lim T,= %
n- +o n - +oo
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alors Iin+1 (S, - %Tn)s Iir‘r+1 INnu,< lim Sndoncl—ls lim Inunsé soitgslnﬁsldonce <i<e

n-+ow 6 n-+o



